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INSTRUCOES

(i) O tempo destinado a esta prova é de 5 horas.

(ii) A parte I (duas questoes dissertativas) corresponde a 25% da pontuacao total.
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PARTE I: QUESTOES DISSERTATIVAS

Questao 1. Seja f:[—1,2] — R continua. Defina a sequéncia de fungoes

a:+%
fn(z) = n/ f(t)dt, paratodo x € [0,1] e todo n € N.

Mostre que:
(I) fn:]0,1] = R é uma funcado continua.

(IT) A sequéncia (f,) converge para f uniformemente em [0, 1].

Questao 2. Seja G um grupo abeliano finito. Mostre que:
(I) Se p é um primo tal que p | |G|, entdo G tem elemento de ordem p.

(IT) Se n | |G|, entao G tem subgrupo de ordem n.

(III) Se n | |G|, entao o ntmero de solugoes da equagao =" = 1 em G é multiplo de n.



PARTE II: QUESTOES DE MULTIPLA ESCOLHA

Questao 1. Indique a afirmacao falsa.

(a)
(b)

Se f: R — R é limitada, mondtona e continua, entdo f é uniformemente continua em R.

Se f : R — R é uniformemente continua em R, entao existem a > 0 e b > 0 tais que |f(z)| < a|x|+b
para todo x € R.

Se f: R — R é continua e existem constantes a > 0 e b > 0 tais que |f(z)| < a|z| + b para todo
x € R, entao f é uniformemente continua em R.

Sejam I C R um intervalo aberto e f : I — R derivdvel em I. Se f’ ¢ limitada em I, entao f é
uniformemente continua em I.

Sejam K C R um compacto e f : K — R continua. Entao f é uniformemente continua em K.

Questao 2. Indique a afirmacao falsa.

(a)

(b)

Seja f : [0,1] — R diferenciavel, tal que f(z) # 0 para cada z € (0,1) e (f(x))? = 2/ f(t)dt
0
para cada = € [0, 1]. Entéo f(x) = x para todo z € [0, 1].

Seja f : [a,b] — R continua e nao negativa. Entao

</:f(g;) cos(x)da:)Q + </abf(:c) Sen(x)daz)2 < </abf(a:)dx>2.

b
Seja f : [a,b] — [0,400) continua. Se existir lim [ (f(z))"dz = L € R, entao f(x) < 1 para

n—oo a

todo x € [0, 1].

Sejam ¢ > 0e f: R — (0,+00) derivével. Se cf (x)+ f'(z) < 0 para todo z, entao lim f(z) =0.

Tr——+00

Seja f : (0,+00) — [0,+00) continua tal que [;° f(x)dx é convergente. Entdo [;°(f(x))*dx ¢
convergente.



Questao 3. Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais tal que |a, — 1| < 27" para todo n € N.
Considere a série de poténcias centrada em 0 dada por

f(z) =) apa”
n=0

e indique a afirmacao falsa.

(a) Esta série de poténcias nao converge em x = —1.

(b) O raio de convergéncia desta série é 1.

(c) Existe uma funcao derivavel g(x) em [—0.5,0.5] de modo que f(x) = i + g(z) para todo x
em [—0.5,0.5].

(d) lim,_,;- f'(z) = —o0.

(e) lim, , 4+ f'(x) =L € R.

Questao 4. Considere o conjunto S de todos os numeros reais x € [0,1] que tem uma expansao
decimal da forma

x=0,dydods...dy ...
onde todos os digitos d; entao no conjunto {0,2,3,4,6,7,9}. Indique a afirmacao falsa.
(a) S é um conjunto fechado.
(b) H4 uma bijecao entre S e [0, 1].
(c
(d

Se A é um aberto de R tal que AN S # (), entao AN S é nao enumerdvel.

Existe um intervalo aberto nao vazio inteiramente contido em S.

(e) S possui infinitos elementos que sdo nimeros racionais.

Questao 5. Seja xg,x1,z2,... uma sequéncia convergente de ntimeros reais tal que para todo n
Tpil = j—kxn— 3

Seja L o limite desta sequéncia. Indique a afirmacao falsa.

(a) Le{-1,1}.

(b) Se L = —1, entao existe ng tal que x,, = —1 para todo n > ny.

(c) Existe A € (0,1) e C > 0 tal que para todo n

|L — x| < CA™.
d) Se L =1, entao existe ng tal que x,, = 1 para todo n > ng.
(d) ; q P

(e) Existem dois valores de g, digamos a e b, tais que as sequéncias definidas a partir de zop = a e
xo = b sdo nao-constantes, o limite da sequéncia comegando em a é -1, e o limite da sequéncia
comecando em b é 1.



Questao 6. Seja V = R[t] o espago vetorial real das fungoes polinomiais p: R — R, seja D : V — V
o operador derivagao, D(p)(t) = p/(t), e seja T : V. — V o operador definido por T'(p)(t) = tp(t).
Considere as seguintes afirmacoes:

(I) D é sobrejetor
(IT) D é injetor
(III) T é sobrejetor
(IV) T ¢ injetor
(V) ker(D) = {peV : p(0) =0}

(VD) Im(T) = {p €V : p(0) =0}
Dentre as alternativas abaixo, assinale a correta:
(a
(b

) (I), (I1) e (IV) sdo verdadeiras
) (
¢) (I), (V) e (VI) sdo verdadeiras
) (
) (

IT), (III) e (V) sao falsas
(
(d) (II), (V) e (VI) sao falsas
(e) (IT)

IT), (III) e (IV) sdo verdadeiras

Questao 7. Seja A uma matriz real de ordem n > 1 com n autovalores distintos. Seja B # I, uma
matriz que comuta com A, onde I, representa a matriz identidade de ordem n. Considere as seguintes
afirmagoes:

(I) B tem os mesmos autovalores de A
(IT) Todos os autovetores de A sao autovetores de B
(III) B tem autovalor nulo se A tem autovalor nulo
(IV) A forma de Jordan de B é uma matriz diagonal
(V) O produto AB nao é diagonalizavel
Dentre as alternativas abaixo, assinale a correta:

a) (I), (I) e (IV) sao verdadeiras e as demais sao falsas

(
(b) (II), (III) e (V) sao verdadeiras e as demais sao falsas

(
(d
(e

) (
) (

c) (I) e (IV) sao verdadeiras e as demais sao falsas
) (I) e (IV) sao verdadeiras e as demais sao falsas
) (

III) e (V) sao verdadeiras e as demais sao falsas



Questao 8. Seja V o R-espago vetorial formado por todas as sequéncias numéricas da forma
(ap,a1,ag,...) coma; € R. A adigdo e a multiplicagao por escalar sao definidas termo a termo, isto é,
(ao,al,ag, .. .)+(b0,b1,b2, .. ) = (ao—l—bo,a1+b1,a2—|—b2, .. ) e r(ao,al,ag, .. ) = (rao,ral,rag, .. )
para todo r € R. Definimos

W .= {(ao,al,ag, ...) €V | apt2 = any1 + ap, para todo natural n > 0}.

Seja ¢ := %( +/5). A seguinte afirmacio é correta:

(a) W é um subespaco vetorial de V e possui dimensdo finita. Os vetores vy := (1,¢,¢%,¢>,...) e
vy := (1,1 = ¢, (1 — )2, (1 —¢)%,...) pertencem a W e sdo linearmente independentes, mas nao
geram W.

(b) W é um subespaco vetorial de V e possui dimensdo finita. Os vetores vy := (1,¢,¢% ¢3,...) e
vy = (1,1 —¢,(1 = ¢)%, (1 — ¢)?,...) pertencem a W e constituem uma base para W.

(c) W é um subespaco vetorial de V e possui dimensdo finita. Os vetores vy := (1,¢,¢% ¢3,...) e
v 1= (1, 1—¢,(1—¢)2 (1—¢)3...) nio pertencem a W.

(d) W é um subespago vetorial de V' e possui dimensao infinita.

(e) W nao é um subespaco vetorial de V.

Questao 9. Seja P, o R-espago vetorial de polindmios com coeficientes reais de grau < n. Introdu-
zimos um produto interno em P, através da férmula

wa)= [ . pac P,
Seja T : P, — P, o operador linear definido por T(p)(t) == ((1 - t2)p’(t))l para p € P, e seja
ri(t) = %(1 —t%)7, j =0,1,...,n. O polinémio r;(t) satisfaz a equacio diferencial (1 — t2)r;~/(t) -
2tr';(t) + j(j + 1)rj = 0 para cada j = 0,1,...,n. Considere as seguintes afirmagdes:

(I) O operador T' é auto-adjunto.

(II) Para i # j, (ri,r;) = 0.
(ITI1) ro,...,r, formam uma base para P,.
)

(IV) O complemento ortogonal de Py_1 em Py é gerado por 1y para k =1,2,...,n.
Podemos afirmar que

a) (I
b) (I

) v
)
(¢) (II) e (III) sao corretas mas (I
)
)

v

e (III) sao corretas mas (II) e sao incorretas.

(a) (I) I)
( ) e (II) sao corretas mas (III) e sao incorretas.
)

(IV)
(IV)
e (IV) sao incorretas.
(d) (I) e (IV) sa@o corretas mas (II) e (III) sdo incorretas.

(e) Todas as alternativas sao corretas.



Questao 10. Uma sequéncia exata de espacos vetoriais V; de dimensao finita
0BviAnBwuiyLo

¢ uma sequéncia de transformacoes lineares T; tais que ker T;11 = im T; para i = 0, 1, 2,3 (denotamos
por 0 o espago vetorial nulo). Se na sequéncia exata acima dim V; = d;, entao é sempre verdade que

dy =dy+ds+dy

(a)
(b) di +dy=ds+dy
(c¢) di+ds=da+dy
(d) ds =di +dy+d3
)

(e di+ds > ds+dy

Questao 11. Considere os seguinte ideais de Z[X]: [ = (X2 —-2), J = (7, X%2+1) e K = (X?—3,5).

Assinale a alternativa correta.

a) I e K sao maximais e J nao é primo.

(
(b

K é primo, mas I e J nao sao primos.

)
)
(¢) I é primo, K é maximal e J néo é primo.
(d) Nenhum dos ideais é maximal.

)

(e) Todos os ideais sao primos.

Questao 12. Seja S, o grupo simétrico em n letras. Assinale a alternativa incorreta.
(a) Todo o € S,, dado por um ciclo de tamanho impar é uma permutacao par.
(b) Seja o € S, um ciclo de tamanho k. Se k e m sao coprimos, entao ¢™ é um ciclo de tamanho k.

(
(d

)
)
¢) Quaisquer dois ciclos do mesmo tamanho em S, sao conjugados.
) O grupo de automorfismos de A, nao tem subgrupo isomorfo & S,,.
)

(e) Paran > 5, A, é o tnico subgrupo normal nao trivial de S,,.

Questao 13. Seja D,, o grupo diedral de ordem 2n, onde n > 3. Assinale a alternativa incorreta.
(a) Existe um monomorfismo de D,, em S,,.

(b) Se n é par, entao Z/2 x Z/2 é isomorfo a um subgrupo de D,,.

)

)

(¢) D,, tem um subgrupo normal de ordem 2.

(d) D, tem um subgrupo normal de ordem n.
)

(e) D, é gerado por dois elementos de ordem 2.



Questao 14. Seja G um grupo e considere as seguinte afirmagoes:
(I) Se H<Ge K<G, entao HK 4G.

(IT) Se S é subconjunto de G, entao Ci(S) = Ca(Ca(Ca(S))). Aqui Cq(X) representa o centrali-
zador de X em G.

(ITIT) Se M é subgrupo maximal de G, entdo Z(G) < M ou M < G.

(IV) Aut(G x G) ~ Aut(G) x Aut(G).

(V) Se H, K <G, entao G/(H N K) é isomorfo a um subgrupo de G/H x G/K.
Assinale a alternativa onde todos os itens sao verdadeiros.

D), (), (V).
IT), (III), (V).

(a) (

(b) (

(c) (1), (1), (III).

(d) (I1), (I}, (IV).
) (

(e) (III), (IV), (V).

Questao 15. Assinale a alternativa incorreta.
(a) Se K = an ) entdo o grupo multiplicativo de K é ciclico e tem 4 subgrupos.

(b) Existe um anel A para o qual o polindmio p(z) = z® — x € A[z] tem pelo menos 4 distintas raizes
em A.

(c) O polinémio p(z) = z* + 423 + 1222 — 10z + 2018 é irredutivel em Q[z].

(d) Se K = F13 é o corpo finito de 13 elementos, entao existe p(zr) € KJ[z] de grau 3 para o qual
#{p(a) : « € F13} <5.

(e) Se Alz] é dominio de ideais principais, entdo A é um corpo.



