PROVA EXTRAMUROS - 2017

NOME:

IDENTIDADE (OU PASSAPORTE):
ASSINATURA:

INSTRUCOES

(i) O tempo destinado a esta prova é de 5 horas.
(ii) A Parte I (duas questoes dissertativas) corresponde a 25% da pontuagao total da prova.

(iii) Cada questao de multipla escolha (Parte II) vale 5 pontos.

BOA PROVA!

TRANSCREVA AQUI AS RESPOSTAS DA PARTE II
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PARTE I: QUESTOES DISSERTATIVAS
Questao 1. Seja f: R — R uma funcao tal que existe 0 < 0 < 1 satisfazendo
[f(z) = f(y)l < 0le —y|  para todo z,y € R.
Considere a fungao g: R — R definida por g(z) = = + f(x) e mostre que:

(I) g é uma fungao continua.
(IT) g é uma funcgao injetora.
(ITI) g é uma fungao sobrejetora.

)

(I

V) ¢~ ! é uma funcio continua.

Questao 2. Counsidere o conjunto Qo = {r € Q; r > 0}. Mostre que:
(I) O grupo multiplicativo (Qso, ) é gerado pelo conjunto dos primos.

(IT) O grupo aditivo (Z[X],+) é isomorfo ao grupo multiplicativo (Qso, -).



PARTE II: QUESTOES DE MULTIPLA ESCOLHA

Questao 1. Indique a afirmacao FALSA:

(a)

Seja f : [a,b] — R continua. Dados quaisquer x1,z2 em [a, b, existe x¢ € [a, b] tal que

Fo) = f(z1) -2F fla2)

Seja f : R — R continua tal que f(A) C R é aberto sempre que A C R é aberto. Entao f é
injetiva.

Sejam f : R — R continua, Lq, Ly € R tais que lirf f(z)=Li e lim f(x)= Ly. Entao f é
T—>+00

Tr—r—00
uniformemente continua em R.

Sejam f, g : [a,b] — R continuas com g(z) > 0 para todo z € [a,b] . Entao existe ¢ € (a,b) tal que
b b
[ @@z = 1) [ gloyia.

Seja f : R — R de classe C2. Se f” é limitada, entdo f é uniformemente continua em R.

Questao 2. Indique a afirmacao FALSA:

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

T 1

Se f :[0,1] — R é continua e satisfaz / f(t)dt :/ f(t)dt para todo = € [0,1], entdo f é
0

identicamente nula em [0, 1]. ‘

Seja f :]0,00[— R continua e tal que f(zy) = f(z) + f(y) para quaisquer z,y € ]0,c0[. Entao
existe ¢ € R tal que f(z) = cln(x).

Sejam fy,, f : [0,1] — R fungdes continuas tais que liﬁ\m fn(z) = f(x) para todo x € [0, 1]. Entao

1 1
/ f(z)dx = lim Jn(x)dx .
0 n—oo 0
Seja f : R — R uma fungao Lipschitziana (i.e. existe A > 0 tal que |f(z) — f(y)| < Mz — y| para
todo z,y € R). Se X C R tem medida nula, entao f(X) tem medida nula.

n

1 "1
Para cada n € N considere z,, = (E k) _ / —dz. Entao a sequéncia (z,,) é convergente.
1 T
k=1



Questao 3. Indique a afirmacao FALSA:

(e)

Seja f : R — R de classe C2. Seja (z,) C R uma sequéncia de pontos distintos, com lim z, = a
n—oo
e tal que f(z,) = 0 para todo n. Entao f(a) = f'(a) = f"(a) = 0.

Se f:]a,b[— R é derivavel e uniformemente continua, entdao f’ é limitada em ]a, b|.
Sejam a, b e ¢ nimeros reais positivos. Entao

h oy ph ny 1/h
lim <a+—|—c> = Vabc.

h—0 3

Para a,b e ¢ constantes, seja f : R — R dada por f(x) = 2% + ax® + bz + ¢. Se f tem um minimo
local, entao f também tem um maximo local.

Se f :[a,b] = R é continua e assume apenas um numero finito de valores, entdo f é constante.

Questao 4. Indique a afirmacao FALSA:

(a)
(b)

(e)

Se A C R é nao enumeravel, entdo A tem pelo menos um ponto de acumulacao.

Seja S C R nao vazio. Entao existe uma sequéncia (z,) em S tal que todo elemento de S é limite
de alguma subsequéncia de (x,).

Seja (zy) uma sequéncia de nimeros reais que contém ao menos uma subsequéncia convergente e
tal que toda subsequéncia convergente converge para o mesmo ponto. Entao a sequéncia (x,) é
convergente.

Seja A C R aberto e nao vazio. Entao A pode ser escrito como uma uniao disjunta de intervalos
abertos.

Seja S C R com pelo menos um ponto de acumulacdo. Se z +y € S e x — y € S para quaisquer
x,y € S, entao S é denso em R.

Lembre-se: Dizemos que L € R é um ponto de acumulacao de A C R se existe uma sequéncia (x,,)
em A\{L} tal que li_>m xn = L.
n oo



Questao 5. Sabemos que existe uma série de poténcias tal que

1 [e.e]
n
—_-— = AnT
22 —3x + 2 Z "
n=0
para todo x € R com valor absoluto suficientemente pequeno. Considere as afirmagoes:

(1
(11

Esta série de poténcias converge para todo z € | — 1,1] .

Temos que as7s — 3as7s + 2a571 = 0.

)
)
)
)

(111 hm Vian| =1/2 .
(IV) Temos que
oo
Qn
—Injz — 1| —Injz —2| = il
nlz—1| —Injz — 2| T;)n—i-lx

para todo nimero real x com valor absoluto suficientemente pequeno.

(V) Temos que 2a342 — 3a341 + a4 = 0.

Quais das afirmacoes acima sao FALSAS?
(a) (II) e (V)

(b) (II), (III) e (IV)

I) e (IV)

IT) e (III)

D), (1) e (IV)

) @
() (
(d) (
() (

Questao 6. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo dos reaise T : V — V
um operador linear real tal que 72 = T'— I, onde I denota o operador identidade de V. Considere as
seguintes afirmagoes:

(I) O polinémio caracteristico de T', na varidvel ¢, é necessariamente t> — t + 1.
(I1) O polinémio minimal de T, na varidvel ¢, é t* —t + 1.
(III) T é diagonalizédvel.
(IV) T é nilpotente, isto é, existe um inteiro x > 0 tal que 7" = 0.

(V) Existe um inteiro £ > 0 tal que 7% = 1.
Assinale a alternativa CORRETA:
) (1), (I) e (IV) sao verdadeiras

(a

(b) (II), (III) e (V) sao verdadeiras.

(c) (I) é verdadeira, (IV) e (V) sao falsas.
(d) (V) é verdadeira, (III) e (IV) sao falsas.
(e) (V) é verdadeira, (II) e (III) sao falsas.



Questao 7. Seja M a matriz de ordem 1000 com entradas todas iguais a 1. Assinale a alternativa
que fornece o polindémio caracteristico de M na varidvel ¢ :

(a) ¢1000 —

(b) 999(¢ — 1000)
(c) t99(t 1)
(d) (t—1)1%
(e) t°90(t — 1000)5%0

Questao 8. Considere R* com o produto interno usual. Considere o operador linear cuja matriz na
base canonica de R* é dada por

0 a3 —1/v/2 0

1 ay as ary
aq 1/\/§ Qg 0
a9 0 0 as

Dentre as entradas a1, ag, as, a4, as, ag, a7, ag (nesta ordem), apresentadas a seguir, qual delas garante
que o operador é uma isometria?

(a) 0,0,1/4/2,0,0,1/4/2,0,1
(b) 1,0,-1/4/2,0,0,1/4/2,0, -1
(c) 0,0,1,0,0,—1,1,1//2

(d) 1,0,1/4/2,0,0,1/4/2,0,1
(e) 0,0,—1,0,0,1,1,—1/v/2



Questao 9. Seja A = {(pl,pg,pg) ER3; p; > 0,p1+p2+p3 = 1} o interior de um 2-simplexo.
Dados p = (p1,p2,p3),9 = (¢1,G2,93) € A e dado r € R, definimos

(P1q1,P292, P3G3) ropi— (P, Ph, PY)
P1q1 + P2g2 + p3qs’ C PPyt ph
Munido de tais operagoes, A é um espago vetorial real.
Seja S = {(t/2,t/2,1 —t) € A; t €]0,1[} a intersecdo de A com a reta (usual) passando pelos
pontos (0,0,1) e (1/2,1/2,0). Indique a alternativa CORRETA.:

p¥g:=

(a) S nao é um subespago unidimensional de A e, além disso, ndo hd nenhum subespago unidimensi-
onal de A que esteja contido em uma reta (usual) de R3.

(b) S nao é um subespaco unidimensional de A, mas existe pelo menos um subespago unidimensional
de A contido em uma reta (usual) de R3.

(¢) S é um subespago unidimensional de A e é o unico subespago unidimensional de A que estd
contido em uma reta (usual) de R3.

(d) S é um subespago unidimensional de A e, além disso, existe exatamente mais um subespagco
unidimensional de A distinto de S que estd contido em uma reta (usual) de R3.

(e) S é um subespago unidimensional de A e, além disso, existem pelo menos outros dois subespagos
unidimensionais de A, distintos entre si e distintos de S, cada qual contido em uma reta (usual)
de R3.

Questao 10. Seja C([—m, 7)) = {f c[-m, ] >Ry fé continua} o conjunto das funcoes continuas
do intervalo fechado [—m, 7] para a reta real. Colocamos em C([—m, 7]) a estrutura de espago vetorial
real dada por (f + g)(z) := f(x) + g(x) e (r- f)(x) :=r- f(x) para to7crios fig € C(]-m,x]) er € R.
Finalmente, introduzimos em C([—m,7]) o produto interno (f,g) := f(z)g(z) dx.
—T
Sejam Wy, Wo, W3, Wy C C([—7,7]) os seguintes subespagos:

W é gerado pelas fungdes sen?(x), sen(2x), cos?(z), cos(2x)

Wy é gerado pelas fungoes 1, sen(x), cos(x)

W5 é gerado pela fungao sen(z)

Wy é gerado pela fungao cos(z).
Assinale a alternativa que fornece as dimensoes de Wy, Wy, Wi + Ws e o angulo 0 € [0, 7/2] entre os
subespacos unidimensionais W3 e Wy :

(a) dim Wi = 4, dim Wy = 3, dim(W1 + Wg) =6,0=

(b) dimW; = 3, dim Wy = 3, dim(W; + Wy) =5, 0 =

oy O

1
(¢) dim Wy =4, dim Wy = 2, dim(W; + W3) = 4, 6 = arccos
V2r
(d) dim Wi = 3, dim Wy = 3, dim(W1 + Wg) =4,0=

S ol

(e) dimW; = 3, dim Wy = 2, dim(W; + Wa) =5, 6 =



Questao 11. Seja p um primo e F), o corpo finito de p elementos. Para n > 2 e G = GL,(F)), seja
T < G o subgrupo das matrizes triangulares superiores, com as entradas da diagonal principal iguais
a 1. Denote por Ng(T') o normalizador de T em G. Assinale a alternativa CORRETA:

(a) |T| = p"»=D/2 ¢ [INg(T)| = (p — 1) Lpn(n=1)/2,
(b) [T] = p"™=D/2 & |NG(T)| = (p— 1)"p ("= V/2,
(¢) |T| = p"®=D e [N(T)| = (p — 1)~ 1pr(r=1/2,
() |T| = p"=D/2 ¢ [Ng(T)| = (p — 1)~ pn(n=D),
(e) |T| = p"™=V ¢ [Ng(T)| = (p — 1)P—Lpn(n=1),

Questao 12. Seja S, o grupo das permutagoes de n letras. Indique a afirmacao FALSA:
(a) Sig tem um subgrupo isomorfo a Z/13Z x Ss.
(b) Si6 tem pelo menos dois subgrupos isomorfos a S7 x Sy.

)

)
(¢) Sie tem um subgrupo isomorfo a Siz X Ss.
(d) Sie € isomorfo a um subgrupo de GL17(F,).
)

(e) Sie é isomorfo a um subgrupo de A;7.

Questao 13. Sabendo que 2017 é primo, considere o anel
m
A= {— €Q; mnecZe 2017J(n}.
n

Indique a afirmacao CORRETA:
(a) A tem um numero infinito de ideais maximais.
(b) A tem um nidmero finito de ideais.

(¢) A tem um numero finito de ideais maximais e um nimero infinito de ideais primos.

(d) A tem apenas um ideal maximal.
)

(e) A tem apenas dois ideais maximais.



Questao 14. Indique a afirmacao FALSA:

(a) Todo grupo ciclico de ordem 24 tem 8 subgrupos.

(b) Para todo n, existe um homomorfismo injetor de S, em GL,(R).
(
(d
(e) S3 = GLo(Z)27).

)
)
c¢) Existe um homomorfismo sobrejetor de S3 em Z/3Z.
) Para todo n, o grupo S,, pode ser gerado por quatro elementos.
)

Questao 15. Seja (13, X?) o ideal de Z[X] definido por
(13, X%) = {13 -7(X) + X* - s(X); r(X),s(X)€Z[X]}.
Quantos homomorfismos de anéis ¢ : Z/13Z — Z[X]/{13, X?) existem?

a) 1

\)

w

(a)
(b)
(c)
(d) 13
(e) 132

Lembre-se: Um homomorfismo de anéis ndo necessariamente preserva o elemento neutro da multi-
plicagao.

10



