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INSTRUCOES

(i) O tempo destinado a esta prova é de 5 horas.

(ii) 25 porcento da pontuacdo total é da parte I (Perguntas dissertativas).
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Parte 1

. Seja f:[0,00) = R uma fun¢io uniformemente continua. Mostre que existem ¢, k tais que |f(z)| < cx + k.

. Seja E um K-espaco vetorial e f € L£(FE) uma transformagao linear. Para todo z € E denotamos por P, o
polinémio ménico em K[X] com menor grau tal que P,(f)(x) = 0 e definimos E, := {P(f)(x), P € K[X]}.

Mostre que

(a) Para todo z € E, P, existe e é tinico. Além disso, se P(f)(z) =0 com P € K[X] entdo P,|P.
(b) E, é um subespago vetorial de dimensao deg(Py).

(c) Se E; N E, = {0}, mostre que Py, = mmc(Py, Py).



2 Parte 11

~ . A . L. . . 2 .

Questao 1 Sejam (an) e (by) sequéncias de reais positivos, tais que hrf b—n =c € [0,+00) U {+o0}. Considere as
n—+00 n

afirmacoes

(1) Se > b, converge entdo ¢ <1 é condigdo necessdria para a convergéncia de Y an,.
(2) Se > ay converge e c =0, entio Y b, diverge.
(3) Se ¢ = +oc0, entio Y a, diverge.
Assinale a alternativa correta:
(a) Hd exatamente duas afirmagdes verdadeiras.
(b) Apenas a afimacao (1) é verdadeira.
(¢) Apenas a afirmacio (3) € verdadeira.

(d) (X) Todas as afirmagdes sao falsas.

Questao 2 Indique qual das sequintes afirmacoes € falsa.

(o)
(a) Sejam (A,)nen conjuntos abertos de RY. Entdo U A, € aberto.

n=1

(b) (X) Sejam (Fp)nen conjuntos fechados de R?, ndo-vazios, com Fy > Fy D ... D F, D ..., entdo ﬂ E, #0.

n=1
n
(c) Sejam (Fy)nen conjuntos fechados de R?, entdo ¥Yn € N temos que U Fy, € fechado.
k=1
(d) Sejam K # 0 conjunto compacto de R e c € RY. Entdo sempre existe a € K tal que ||c — a|| = sup {||c — z|| ;2 € K}.

Questao 3 Considere a fun¢ao

xPsen (), 2 #0
fp(x)—{ 0 .’L‘:(Om) 7 onde p € R.

Sejam A = {p € R; f,, € continua} e B = {p € R; f, € diferencidvel}.
Indique qual das sequintes afirmacoes € verdadeira.

(a) A\ B =0.

(b) = ¢ A\B.
(¢) (X) A\ B nao € aberto nem fechado em R.
(d) V2 € A\ B.

Questao 4 Considere a sequéncia de fungoes (fn), fn:1[0,2] — R dadas por fn(x)= 11 . Defina f(x) =
./I:TL

lim, 00 fru(x) quando este limite existir. Considere as afirmagoes:

(1) f estd bem definida em [0,2] e é descontinua.

(2) (fn) converge uniformemente para f.

(3) lim /2 (@) do = /Qf(x) da.
=0 Jo 0
Indique a opg¢ao correta:
a) Apenas a afimagio (1) € verdadeira.
b) Apenas a afimagao (2) € verdadeira.
¢) Apenas a afimagao (1) € falsa.
d) (X)Apenas a afimagdo (2) € falsa.



Questao 5 O subgrupo de GL2(R) gerado pelas matrizes

1 V3 1 0
— 2 2 —
A-( @ B ) eB-(O _1>

N~

é isomorfo a
(a) Sa

(b) (X)Ds

(c) 7)12Z

(d) Z)27 x 7./3Z
(e) S5 x S3

Questao 6 Sobre a funcdo f : R?> = R dada pela expressao

(2 +y?) Senﬁ se (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0)

fx) =

€ possivel afirmar que:
(a) A fungao f ndo é continua.
(b) As derivadas parciais de f na origem existem mas nao sao continuas. Por isso, f nao € diferencidvel em (0,0).
(c) (X) As derivadas parciais de f na origem existem e sao continuas. Por isso, f € diferencidvel em (0,0).
(d) As derivadas parciais de f na origem existem mas ndo sio continuas. Ainda assim, f € diferencidvel em (0,0).
(e) As derivadas parciais de f na origem nao existem. Por isso, f nao € diferencidvel em (0,0).
Questao 7 Seja a,, # 0 uma sequéncia crescente e limitada de nimeros reais. Considere sequintes afirmagdes:
o A sequéncia a, € convergente.

o limsup,, . an = liminf, o an.

Mesmo supondo que a,, — 0, a série Y- | a, pode ser divergente.

A série Y i sempre € divergente.
e Para qualquer n € N e qualquer € > 0 existe n < m < 2n tal que a,, — a, < €.
Quantas delas sdo falsas?
(a) (X)Uma
(b) Duas
(c) Trés
(d) nenhuma

(e) Todas sao falsas.

Questao 8 Considere o grupo GLa(R) das matrizes inversiveis 2 X 2 com entradas reais. Qual dos sequintes subcon-

juntos NAO é subgrupo de GLy(R)?
(a) {A € GLy(R) | det A =1}

(b) {A e GLy(R) | det A > 0}

(¢) {A e GLy(R) | ATA = I}

(d) (X){A e GLy(R) | det A= —1}
(e) {A e GLy(R) | A € diagonal}

Questao 9 Seja G um grupo arbitrdrio e a,b,c € G, qual das sequintes afirmagoes é correta?



(a) A ordem de a ndo é necessariamente igual d ordem de a™*.

(b) A ordem de ab néao € necessariamente igual o ordem de ba.

(c) A ordem de abc ndo é necessariamente igual 6 ordem de bea.

(d) (X) Todos os itens acima sao errados.

Questao 10 Considere o grupo G = (R?,+) e o subgrupo
H={(x,32) | x € R}

Entao as classes laterais de H sao

(a) as retas paralelas ao eizo x

(b) as retas paralelas ao eizo y

(c) os circulos de centro na origem

(d) as retas paralelas a reta de equagdo x 4+ 3y =0

(e) (X) as retas de equagao 3z —y =c com c € R

Questao 11 Seja Rlx] o anel dos polinémios com coeficientes reais. Entdo o anel quociente

Rlz]
(2% +2)

é isomorfo ao anel
(a) R

() (X)C

(c) RxR

(d) R x C

(e) RxR xR

Questao 12 Sejam p um primo, F, = Z/pZ o corpo finito com p elementos dos inteiros mddulo p e F, seu grupo
multiplicativo. Seja G L, (C) o grupo das matrizes n X n inversiveis com entradas em C. Se f: Fy — GL,(C) é um
morfismo de grupos, entdo podemos afirmar que

(a) ker(f) € necessariamente trivial

(b) todos os autovalores das matrizes em Im(f) sdo reais

(c) (X) todos os autovalores das matrizes em Im(f) sao raizes da unidade
(d) Im(f) € necessariamente trivial

(e) qualquer matriz em Im(f) tem ordem p
Questao 13 Considere a transformagdao linear T : R — R dada na base canonica pela matriz
31
a= (3 5)
Se C denotar o circulo fechado (com seu interior) de raio 1 e centro na origem, a interse¢ao ﬂn21 ™(C) é:

(a) Um circulo

(b) Um quadrado
(c) o conjunto vazio
(d) (X) uma reta

(e) um ponto



Questao 14 Se

entao

1 1
2 G T G ae

n>0

vale

(a) 7/6

(b) /7

(c) /7

(d) w2 /27

(e) (X) 4n?/27

Questao 15 Sejam f,g: N — Rsqg. Dizemos que g(n) cresce mais rdpido do que f(n), em simbolos f(n) < g(n),

se
lim M =

Assinale a alternativa correta:

(a) (X) (1+1/n)" < logn < n?*12 < 1.001" < n!
(b) logn < 1.001" < (1+ 1/n)" < n?12 <« n!

(c) 1.001" < (1 +1/n)" < logn < n! < n?912

(d) logn < n?%12 <« 1.001" < (1 + 1/n)" < n!

(e) logn < (1 +1/n)" < n?°12 <« n! < 1.001"



