GABARITO DA PROVA EXTRAMUROS-DOUTORADO - 2016

Questao 1. Seja K C R™ compacto e {fi}r sequéncia de fungoes reais
continuas convergindo pontualmente em K para uma fungao continua f. Se

fi(@) < foai(@), VeeK, k=12,...

mostre que a convergéncia é uniforme. Mostre que o resultado é falso se K
nao é compacto.

Solugao: Seja ¢ > 0. Para cada © € K existe k, € N tal que se k > k,,
entdo f(x)— fr(z) < e/3. Além disso, da continuidade de f e fi,, podemos
escolher ¢, > 0 tal que se ||y — x| < J,, entao

|f(y) — f(z)| <e/3
| oo (y) — fro(w)] < /3

Pela desigualdade triangular, se ||y — z|| < 0, entéo

|f(y) = fr. (W) < €.

Como K é compacto, existe uma familia finita {1, z2,...x,} de pontos de
K tal que K C U Bs, (xi). Seja ko = max{ky,,ks,,... ks, }. Sey € K
entao y € By, (z;) para algum ¢ = 1,...,n e se k > ko, temos

0<f(y) = fiw) < fW) = fro) < f(Y) = fro,(y) <e.

O resultado é falso se K nao é compacto. Por exemplo, considere K =
[0,400) e fr: K — R a fungao definida por

1 se 0<zx<k

fr(z) = k+1—2 se k<z<k+1
0 se x>k+1
Entao fi converge pontualmente para a fungao constante f(x) = 1, f1 <
fo < ---. No entanto, fr nao converge uniformemente para f, pois
sup | fr(z) — f(z)] = 1.
zeK




Questao 2. Seja f:R"\ {0} — R uma funcio de classe C' tal que, para
todo z € R™\ {0}, Vf(x) é ortogonal a . Mostre que f assume um valor
maximo.

Solugao: Dado v € R™\ {0}, segue-se das hipdteses assumidas sobre f e da
regra da cadeia que 4 f(tv) = (Vf(tv) : v) = 0 para todo ¢ # 0. Portanto,
do teorema do valor médio para fungoes de uma varidvel real, conclui-se
que f é constante ao longo de semi-retas partindo da origem, de modo que
o maximo de f existe e coincide com o maximo da sua restricao a esfera
unitdria (o qual existe, por compacidade).

Questao 3. Seja f: R™ — R funcdo de classe C' e ¢ : (0,400) — R a
funcao definida por

o) = [ f)d
Br(0)
onde B,(0) = {x € R"; ||z|]2 < r} (]| ||2 denota a norma euclidiana em R™).

1. Mostre que ¢ é funcao diferenciavel em (0, +00);

2. Calcule ¢/(r).

Solugao: (1) Se z = ry, entdo dz = r"dy e
p(r) = T”/ fry) dy.
B1(0)

A aplicacao g(r) = fBl(O) f(ry) dy é diferencidvel. De fato, se r > 0 e |h| < r,
temos
flry+hy) = f(ry) + (f'(ry) : hy) +€(r, h,y),

onde

tim S20)

h—0 ||
uniformemente nos compatos de (0, +00) x R™, pois, pelo Teorema do Valor
Médio, existe 6 € (0,1) tal que

h
R (fry 009) = 1) )] < UF G-+ 000) £ )l
Portanto,
st m) =g+ [ nf)ydy s [ ey
B1(0) B1(0)



de onde se conclui que

¢'(r) =nr""lg(r) +r"g'(r)
= nr" 1/ flry)dy +r" (f'(ry) - y) dy
) B1(0) B1(0)
= - [nf(x)+ (f'(z) : 2)] do
T JB(0)

Questao 4.

(a)

Sejam (X, d) um espago métrico completo, (A, dp) um espago métrico
e FF: X x A — X uma aplicacido continua.

Assumimos que F' é uniformemente k-contratante em x, i.e.
dk € (0,1) tal queVa,y € XeVAeA, d(F(z,)\),F(y,\)) < rd(z,y).

Prove que para cada A € A, a equagao F(z,\) = x tem uma unica
soluggo = = x(\). Prove também que z : X € A — z(\) € X é
continua.

Mostre que para qualquer parametro ¢t € R, o sistema de equagoes

z=3sen(z+y)+t—1
Y= cos(ac—y)—t—i—%

NI

admite uma unica solucao (z,y) = (z(t), y(t)) que varia continuamente
com o parametro t € R.

Solugao: (a) Fixe A € A. Entao F(-,\) é uma aplicacdo k-contratante de
X em X. Como X é um espaco métrico completo, segue do teorema do
ponto fixo que existe um tnico z = x(\) em X solugao de F(z,\) = x.

Provaremos agora que =z : A € A — z(\) € X é continua. Com efeito,
sejam A, A9 € A. Denotaremos x = z(\) e 9 = z(\g). Segue entao da



desigualdade triangular e da hipdtese F' é uniformemente k-contratante em
x que

d(z,x0) = d(F(z,A), F(xo, o)) < d(F(x,\), F(z0,\)) + d(F(z0,\), F(x0,Ao))
< kd(z,20) + d(F(x0,\), F (20, X)) -
(1)
Por outro lado, a continuidade de F' com respeito a varidvel A implica que

para todo e > 0, existe § > 0 tal que se dx(\, \g) < 0, entao d(F(xg, A), F(xg, A\o)) <
e/(1 — k), e portanto usando (1), d(xz(X),z(Ag)) = d(z,z¢) < €.

(b) Consideramos a aplicacao continua

1 1 1
F:(z,y,t) ER* xR — <§sen(x+y)+t—1,§cos(x—y)—t+§>

Entdo, para cada t € R, F; = F(-,-,t) é C!, e calculamos sua diferencial

1

DF(z,y) = = (

2 \—sen (z —y) sen(x—vy)

cos(x +y) cos(x+ y)>
Em particular, para cada vetor (h, k) € R?, temos que

e (1) (2 578)

Escolhemos a norma euclidiana || - ||2 (em dimensao finita todas as normas
sao equivalentes) e calculamos

IDFy(,y) (b K = 1 (cos(@ +y) (h + k)* + sen?(@ — y)(h — k)?)

<

e R N

(h 192 + (b = %) = 511, B3,

o que implica || DE;|| < % Portanto, segue da Desigualdade do Valor Médio
que
1
1Ft(z, y)—Fy (w0, yo) |2 < EH(%?/)—(%,?/O)H% V(2,y), (x0,40) €R? VtER.

Em outras palavras, a aplicacao F' é uniformemente %-contmt(mte em
(x,y) e o resultado sai aplicando o item (a) a F.




Questao 5. Seja B a bola fechada unitaria de centro na origem de R" e
S"~! sua fronteira. Mostre que nio existe uma funcio continua

r:B— SVt

diferencidvel no interior de B tal que r(z) = x para todo z € S*~!. Conclua
que para toda f : B — B diferenciavel no interior de B, existe x € B tal

que f(z) = x.

Solugao: Se existisse uma funcao continua r : B — S"~! tal que r(z) =
para todo z € S !, S§"~! seria homotopicamente trivial, o que nao é o
caso, pois H ”_1(8”_1) = Z. Alternativamente, pode-se chegar & mesma
conclusao, i.e., de que nao existe uma tal funcao, usando-se aproximagoes
de homotopias continuas por homotopias diferencidveis e um argumento
classico com o teorema de Stokes. Se existisse f : B — B diferencidvel
tal que, para todo z € B, f(x) # =, a funcio r : B — S"! que associa

cada x € B A interseccio da semi-reta f(z),z com S"~! seria uma fungao
diferenciavel, bem definida, cuja restricdo a S*~! é a identidade.



