Gabarito Exame Extramuros - Doutorado - 2017

Questao 1: Sejam X e Y subconjuntos disjuntos de R™. Mostre que se X é compacto
eY é fechado, entao d(X,Y) > 0, onde

dX,Y)=inf{||z—y|;ze X, yeY}.

Solugao: Suponhamos, por absurdo, d(X,Y) = 0. Pela defini¢do de infimo, existe,
para cada n € N, (z,,y,) € X XY tal que

0< ”xn - yn” < 1/n. (01)
Pela desigualdade triangular, temos
1
ynll < - + ||z ||, Vn € N.

Como X é limitado, a sequéncia x,, é limitada e concluimos que a sequéncia y,, também
¢é limitada. Portanto, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que
existem z,y € R" tais que x,, = = e y,, — y. Sendo x e y pontos de acumulacao de X
e Y respectivamente e, sendo estes conjuntos fechados, concluimos que z € X ey €Y.

Passando ao limite em (0.1) com n — 0o, obtemos = = y, o que é absurdo, pois, por
hipétese, X e Y sao disjuntos.

Questao 2: Seja f : R — R funcao de classe C! tal que 0 < f'(t) < 1, para todo
t€[0,1] e f(0) =0. Mostre que

(/Olf(t) dt)2 > /01 f3(t) dt.

Solugao: Consideremos ¢ : [0, 1] — R definida por

g(z) = (/0 £(r) dT)Q _ /O () dr.

Pelo Teorema Fundamental do Célculo e Regra da Cadeia, g é dferenciadvel em (0,1) e

/@)= 1@ |2 [ 10yar - )] = fanta).

Observemos que
W(z)=2f(z)(1— f'(z)) >0,Vz € (0,1).

Logo, g é crescente e g(0) = 0, o que implica g(1) > ¢g(0) = 0, como queriimos provar.

Questao 3: Seja N : R™ — [0, +00) satisfazendo

(i) Nx)=0 < zx=0,
N(A\z) = |A\|N(x), VA € R, Vo € R"
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Definimos a bola unitaria B associada a N por B = {:U € R"; N(x) < 1}. Prove que
N é uma norma se, e somente se, B é uma parte convexa de R™.

Solugao: (=). Assuma que N é uma norma. Sejam z, y € B e 6 € [0,1]. Entao,
obtemos da desigualdade triangular e da propriedade (ii) que

Nz + (1—-0)y) <ON(z)+ (1—-0)N(y) <O+ (1—6) =1.

Logo, 0z + (1 — )y € B e B é convexo.

(«<=). Assuma reciprocamente que B é convexo. Precisamos provar a desigualdade
triangular. Sejam z, y € R™\ {0}. Definimos z = m(m + y). Entao, podemos
escrever
__ N(=z) z N y
N(z)+ N(y) N(z)  N(x)+ N(y) N(y)

Isso implica que z é uma combinagao convexa de % e %, com ambos pertencentes

a B, pela propriedade (ii). Deduzimos da convexidade de B que z € B, ou em outras
palavras, N(z) < 1. Conluimos entdo que N(z+y) < N(z)+ N(y), o que prove que N
é uma norma, ja que x e y sao arbitrarios.

Questao 4: Uma fungao f : R™ — R é p-homogénea se f(Ax) = AP f(x), YA > 0 e
Vx € R™. Se (:) denota o produto escalar usual, mostre que uma funcgao diferencigvel
é p-homogénea se, e somente se, satisfaz a relacao

(x:Vf(zx))=pf(z), VYoeR"

Solugdo: Consideremos ¢ : (0. + 00) — R, @A) = XN f(x). E claro que ¢'(\) =
pAP~Lf(z). Por hipétese, p(A\) = f(Ax) e como f é diferencidvel, temos da regra da
cadeia

o' (N) =(Vf(Az):x), VYA>0.

Assim, pAP~L f(z) = (Vf(Az) : ) para todo A > 0. Tomando A\ = 1 obtemos
pf(z) = (Vf(z): )

como queriamos provar.

Reciprocamente, suponhamos f : R™ — R diferenciavel satisfazendo a propriedade
pf(x) =(Vf(x):z), VreR"

Consideremos a funcao ¥(\) = f(Ax) definida para A > 0. Entao, pela regra da cadeia,

Y/(s) = (VIO) ) = (V) 2 Aa) = 1pf () = Do),

isto é,
AMY'(A) = pip(A) =0, A>0 (%)

2



Multiplicando ambos os lados de (*) por A™P~! temos

AP — AT () = S (APp) =0

Portanto existe uma constante C tal que A™Py(\) = C para todo A > 0, isto é, f(A\x) =
Y(A\) = CAP, para todo A > 0. Tomando A = 1, obtemos f(x) = C. Assim, f(Az) =
f(x)AP para todo A > 0, o que significa dizer que f é p-homogénea.

Questao 5: Seja G o conjunto das matrizes reais simétricas e positivas de ordem n.

Lembrando que
/ exp(—az?)de = \/7/a, o >0,

— 00

mostre que

[ow () s 2y

Solugao: Como A é matriz simétrica e positiva, o Teorema Espectral nos garante que
A possui n autovalores positivos, Ai,---,\,. Mais precisamente, existe uma matriz
unitaria U tal que

M 0O - 0
vTAaU=D=| . 2 (0.2)
0 0 --- \,

Consideremos G : R™ — R" definido por G(u) = Uu. Entao, para a substitui¢do
x = G(u) temos dr = |det U|du = du e

(Az:2) = (AUu : Uu) = (UTAUu : u) = (Du : u) = i)\,uf

Pelo Teroema de Fubini,

D5 g, L] [ o (o)
AP gy = w2 gy, = D
/nexp( 2 N H Re " V2SP.YRERD

Lembrando que det[A] = det[D] = A1 Az - - \,,, concluimos a solugao.

Observacgao: Uma segunda solucao é considerar que toda matriz simétrica e positiva
possui uma raiz quadrada, isto é, se A € G;f, entdo existe B € G tal qe B? = A. Isso
é consequéncia imediata do Teorema Espectral. De fato, se A € G;f', entao existe U
unitaria satisfazendo (0.2). Seja v/D a matriz definida por

Va0 -0
0 VA - 0

0 0 - vV
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Entdo B = UTV/DU é raiz quadrada de A.

Voltando ao problema, se u = Bz, temos du = | det(B)|dx e

/nexp (_(Ax2: :c>) dr = /neXp (_(BQ:;J) dr — /n exp (_M) .
:/ exp (_H@;H%) 1 (2m)/?

det(B)| "~ det(B)
e concluimos a solucdo, ja que det(B) = y/det(A).
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