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INSTRUCOES

(i) O tempo destinado a esta prova é de 5 horas.

(ii) 25 porcento da pontuacdo total é da parte I (Perguntas dissertativas).
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REsPoOsSTAS DA PARTE 11
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1? 7° 132
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PARTE I: QUESTOES DISSERTATIVAS

Questao 1. Para f:[0,1] — R continua, seja a > 0 e

eb
L—tim [ @4

3
e—0 ca €T

prove que L = f(0)in(b/a)

Questao 2. Seja S3 o grupo simétrico das 3! = 6 permutagdes dos nimeros 1,2,3. Seja f: S3 — C* um morfismo
entre S3 e o grupo multiplicativo C* = C\ {0}.

(a) Mostre que a imagem de f estd contida no subgrupo de C*
pe ={2€C| 2% =1} ={*"* |k =0,1,...,5}
das raizes sextas da unidade.

(b) Determine todos os morfismos f: S5 — C*.



PARTE II: QUESTOES DE MULTIPLA ESCOLHA
Questao 1. Considere as seguintes afirmacgoes:

(1) Se T : R? — R* é linear e T é nao nula, entdo existem pelo menos 2 vetores linearmente independentes em R*
que nao estdo em Im(T).

(2) Se T : R3 — R? ¢ linear e T' ¢ nao nula, entdo ¢ sobrejeetiva.
(3) Se T : R* — R* ¢ linear, entdao dim Nuc(T) # dim Im(T).
As afirmacoes corretas sao somente:
a) (1)
) (2)e@3)
c) (1)e(2)
) (2)
) (1)

e) (1)e(3)

Questao 2. Indique qual das seguintes afirmagoes é falsa.
(a) Se T': C* — C" é linear e ||Tx|| = ||z||, para todo x € C", entdo ||T~'z| = ||=||, para todo x € C™.
(b) Seja W subespaco vetorial de R®, dim W = 1. Entdo nao existe um mapa linear 7' : R> — R3, com Nuc(T) = W.

d

)
)
(c) Toda base de P3(R), o espago dos polinémios de grau menor ou igual a 2, tem um polinémio de grau 1.
(d) Se T : R™ — R™ ¢ linear injetora, entdo T é sobrejetora.

)

(e) Se T : R™ — R™ é linear e T* = 0 para algum k > 0, entdao T tem um autovalor A = 0.

Questao 3. Considere as seguintes afirmagoes:

1. Seja T : R* — R™ linear e X um subespaco de R™. Entdo T~1(X) pode nao ser subespago. Onde T(X) =
{veR": T(v) e X}.

2. Seja W subespaco vetorial de R*, dim W = 1. Entdo existe um mapa linear 7 : R* — R?, com Nuc(T) = W.

3. Se M é uma matriz real nxn tal que M = M?, entdo existe uma base de R”, formada por autovetores ortonormais
de M.

4. Seja M é uma matriz real n x n. Entdo M e M? sempre comutam.

As afirmacoes corretas sdo somente:

a) (1) e (2)

b) (4)
c) (2)
d) (2)e @)
e) (3)

Questao 4. Sejam A e B matrizes reais de tamanhos 5 x 7 e 7 x 5, respectivamente. Se det C' e tr C' denotam
respectivamente o determinante e o trago (i.e., a soma dos elementos na diagonal principal) de uma matriz quadrada
C, entao podemos afirmar que

(a) det(AB) =0
(b) det(BA) =0
() tr(BA) =0
(d) tr(AB) =0
(e) det(AB) = det(BA)



Questao 5. Seja V um R-espago vetorial de dimensao finita n munido de um produto interno (—,—) : V. x V — R.
Seja T : V — V uma transformacao linear. Definimos uma transformacao linear S : V' — V através da expressao

(Su,v) = (u,Tv) Yu,veV.
Fixada uma base para V', denotemos por M7 e Mg as matrizes de T e S nesta base. E incorreto afirmar que:
(a) T é uma isometria se e 86 se S é uma isometria.
(b) Se T é uma isometria, entdo det Mg = +1 e tr Mg Mp = n.

C

(¢) tr My = tr Mg.
(d

)
)
) det M1 = det Mg somente se S é uma isometria.

(e) As matrizes M e Mg dependem da base escolhida para V.

Questao 6. Seja V um espacgo vetorial de dimensao n sobre C. Uma funcao f: V — C é dita C-anti-linear se f é
R-linear e _
fA-v)=X-f(v) (ANeC, veV)
onde )\ denota o conjugado de A. Qual das seguintes afirmacoes é falsa?
(a) Se f é C-linear entdao g: V — C dada por g(v) = f(v) é C-anti-linear.
(b) Se f: V — C é uma fungao R-linear entao g: V — C dada por g(v) = f(v) —i- f(i - v) é C-anti-linear.
c) Se f: V — C é uma fungao que é simultaneamente C-linear e C-anti-linear, entao f é identicamente nula.

)

(c)

(d) Toda funcao R-linear f: V — C é a soma de uma funcdo C-linear e uma funcdo C-anti-linear.
)

(e) O conjunto de todas as func¢oes C-anti-lineares f: V' — C é um espago vetorial real de dimenséao n.

Questao 7. Seja p um primo. Quantos subgrupos de ordem p possui o grupo aditivo

Z/pZ x L/ pZ?

Questao 8. Qual dos seguintes itens contém um par de grupos isomorfos?
(a) (R,+) e (R>o,")

(b) ZJAZ e Z)2Z x L)2Z

(c) St={z€C||z| =1} e O2(R) = {A € GL(R) | ATA =T}

(d) (R, +) e (Z,+)

(e) Sy e Dy

Questao 9. Considere o grupo
St={zeC*||z| =1}

com o produto usual de complexos e o subgrupo N = {41, +i}. Entdo o grupo quociente S'/N é isomorfo a

(a) R* com o produto usual dos reais.
(

C* com o produto usual dos complexos.



Questao 10. Seja Q[z] o anel dos polindémios com coeficientes racionais. Entdo o anel quociente

Qlz]
(42> + 222 + 32+ 1)’

visto como espaco vetorial sobre Q, tem dimensao
(a) 2

(b)

¢)
)
)

[ B N )

(
(d
(e) infinita

Questao 11. Seja f: R — R a funcao definida pela expressao

h(z)

fo = [ e

g(z)

onde g(z) = [e " dt e h(z) = [ e~ dt. Entdo f/(1) vale:
1 1

Questao 12. Seja f: R\ {0} — R a fun¢ao dada por

% se x é racional e z = % em termos reduzidos com ¢ > 0

fz) = o
0 se x é irracional.
E correto afirmar que:

(a) f é descontinua em todos os nimeros racionais e continua em todos os irracionais.

b

)
(b) f é descontinua em todos os reais.

(¢) f é continua em todos os reais.

(d) f nado é Riemann integravel no intervalo [0, 1].

(e) f é Riemann integravel no intervalo [0, 1] e fol f(@)dw = 1.

Questao 13.
Considere as seguintes afirmagoes:

(1) Se f:[a,b] — R ¢é integrdvel Riemann, entdo existe ¢ € (a,b) tal que

/:f(t)dt _ /cbf(t)dt.

/abf(t)dt =0

(2) Se f:[a,b] = R continua é tal que f >0 e

entdo f(z) =0 em [a,b].



(3) Se f:]0,1] — R é continua e positiva, entao

1
/ A CO NN
0 T+ fi-) ™72

Indique a opgao correta:

a) As afirmagoes (1) e (2) s@o verdadeiras e a (3) é falsa.
b) As afirmacoes (2) e (3) sdo verdadeiras e a (1) é falsa.
c) As afirmagoes (1) e (3) sao verdadeiras e a (2) é falsa.
)

d) As trés afirmacoes sdo verdadeiras.

Questao 14. Seja f: I — R uma fungao continua, com I C R. Considere as seguintes afirmacoes:
(1) Se a sequéncia {2, }nen C I é de Cauchy, entdo a sequéncia {f(2,)}nen C R é de Cauchy.
(2) Se I =[a,0) entdo f pode ndo ser uniformemente continua.
(3) A fungdo |f|: I — R, definida através de |f|(x) = |f(z)| é continua.
(4)

4) Se I =10,2] e f(0) = f(2), entdo existem 1,25 com x1 — x2 = 1 tais que f(x1) = f(x2).
Assinale a opcao correta:

a) As afirmagoes (1) e (3) s@o falsas.

b) As afirmagoes (1), (2) e (4) sdo verdadeiras.

)
)
c) A afirmagao (1) é falsa e as afirmagoes (2) e (4) sdo verdadeiras.
d) S6 as afirmagoes (2) e (4) sao verdadeiras.

)

e) Sé as afirmagoes (2) e (3) sao verdadeiras.

Questao 15. Seja I, uma sequéncia de intervalos fechados limitados nao vazios em R. Suponha ainda que I,, D I, 41
para todo n. Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira sobre

T = ﬂ[n?

n>1
T pode ser aberto ou fechado

(a
(b

T pode ser vazio

d

(¢) T é necessariamente fechado e néo vazio
(d) T contém necessariamente um intervalo fechado

(e) T néo pode conter um intervalo fechado

Questao 16. Seja f : R — R uma funcdo tal que lim f(z) =+oco. Em qual item f poderd NAO assumir

|| =00
necessariamente um valor minimo?

(a) Se z, — x entao f(z) < linrgigf fzy).
(b) f é continua em R™.

(c) f é diferencidvel em R™.

(d) Para todo r > 0, f(B,(0)) é fechado.
)

(e) Para todo r > 0, f(B,(0)) é compacto.



o0
Questao 17. Usando o Teorema de derivagao de séries termo-a-termo, podemos afirmar que a soma ) 7 ¢ igual a:
i=0

N
—

-
(L= IS

5. Nenhuma das Respostas Anteriores.

Questao 18. Sobre um grupo ciclico de ordem maior que 1, é incorreto afirmar que:

1. E sempre abeliano.

2. Possui subgrupos normais nao-triviais.
3. Possui subgrupos de indice primo.

4. Tem sempre ordem infinita.

5. Possui subgrupos de ordem prima.



