Prova Extramuros 2019 - Doutorado

Gabarito

Questio 1. Seja F : R? — R uma func¢io C? satisfazendo
(@ F(x,0)=F(0,y)=0,V(x,y) €R?
(b) F(Ax,Ay) = A*F(x,y), YA > 0.
Mostre que existe uma constante K € R tal que F(x, y) = Kxy.

Solucdo 1. Primeiro observe que

OF OF
F(0,0) = —(0,0) = —(0,0) = 0.
0x oy

Considere H = (a

b . ~ .
b c) a Hessiana da funcéao F. Pelo Teorema de Taylor, dado € > 0, existe um 6 > 0 tal

que
|F(x,y) — (ax®+2bxy +cy?)|

[(x, Y)I?
Portante, se |(x, y)| = 1, entdo escolhendo 0 < A < §, e usando a propriedade (ii)

<e, V|(x,y)|<6.

|[F(Ax,Ay) — (a(Ax)? +2b(Ax)(Ay) + c(Ay)?)|
€> f e
[(Ax, AY)|?
€>|F(x,y)— (ax2 +2bxy+ cyz)l.

Como € > 0 € arbitrério, temos que F(x,y) = ax?® + 2bxy + cy2 no circulo |(x,y)| = 1. Para (x,y) #
(0,0) € R? qualquer, tomando A = |(x, y)| e, usando que, F(x, y) = A>F (%), concluimos que F(x,y) =
ax? +2bxy + y* para qualquer (x,y) € R?>. Finalmente, F(x,0) = F(0,y) = 0 implica que a = ¢ = 0.

Portanto, tomando K =2b, temos que F(x,y) = Kx}y.

Questdo 2. Seja f: R3\ {0} — R® uma funcao C? tal que f(x) tem a mesma direcdo e sentido do que x,
para todo x no dominio da f. Suponha que

ff div(f) dxdydz=1Vr>0
B(r)

onde B(r) = {x € R%: |x| < r} denota a bola de raio r. Prove que

min |f(x)] < Vr>0

x€dB(r) amr?’

onde 0B(r) denota a esfera de raio r.



Solucao 2. Sabemos que o produto escalar de f(x) com o vetor unitario e, (x) := ﬁx que aponta na

direcdo radial é f(x)-e,(x) = || f(x)|. Agora, aplicando o Teorema da divergéncia,

1= ff div(f) dxdydz = f FOO-er(x) dA, = f/ IfGOI dAy
B(r) 0B(r) 0B(r)

onde d A, denota o diferencial de drea para a esfera de raio r num ponto x € 0B(r).
Como f é continua e a esfera é compacta, || f(x)| atinge um minimo para x € 6 B(r). Logo,

. o ,
f fa . If ) dAyz min |If )] ( f fa - dAx) = min || ()l 4rr).

Questao 3. Seja

sup LRI L
xyeR XYl

%= { f:R—R
(a) Mostre que as func¢des uniformemente continuas pertencem ao fecho de £ com relagdao a mé-
trica d(f, g) := sup cp|f(x) — g(x)], com valores em [0, c0) U {oo}.
(b) Mostre que o fecho de £ com relacdo a d é o conjunto das func¢des uniformemente continuas.
Solucao 3.

(a) Paraumasequencia (f;;) em £ convergente para f € C(R), define L, := SUPy, yer lf(xX)=fIx—yl.
Para e > 0, escolhe n tal que || f;, — flloo <€/3. Dai,

1FX) = FOI=1F(X) = fu@+ 1 fn(%) = fr D+ 1 fn(¥) = F(D)] < 26 + Lyl x = yl.
Se |x—yl<el/(BLy), entdo |f(x) — f(y)| <e. Ouseja, f é uniformemente continua.

(b) Se f é uniformemente continua, entdo, para qualquer n € N, existe um 6 > 0 tal que |f(x) —
f(| < 1/npara qualquer x, y com |x— y| < 6. Para m € Z, define f,,(mé) := f(m0) e estende f,
linearmente a uma funcao afim por partes. Por construcao, para x, y € [md, (m + 1)6], | f,(x) —
faI < lx—yl/(nd) e

|x—md|
né

1 2
| fn () = f()] = | fu(x) = fn(mO)| + | frn(mb) — f(x)| < + > < o

Entao, (f;;) converge uniformemente a f, e por uma aplicacdo da desigualdade triangular, | f;, (x)—
[ = |x—yl/(nd) para qualquer x, y € R. Entdo, f,, € £.

Questio 4. Considere as aplicacdes f :R? — R? e g:R? — R? definidas, respectivamente, por
f,p=x+y,xy), e gx,y2)=x+y+z, xy+xz+yz, Xy2).

(a) Determine um conjunto aberto U < R?, conexo e maximal, de modo que f seja um difeomor-
fismo de U em f(U). Justifique a maximalidade de U.



(b) Use a aplicacao g para mostrar que as raizes de um polinémio ctibico
_.3 2
p(x)=x"+ax“+bx+c,

como fungoes dos coeficientes (a, b, ¢), sdao de classe C* na vizinhanca de qualquer polindmio,
cujas raizes sejam todas distintas.

Solucdo 4. (a) Notemos que f(x,y) = f(y,x) para todo (x, y) € R?, logo f nio é injetiva.
Dado (a, b) € R? estudemos as solucoes do sistema de equacdes

x+y=a,
xy=Dh.

Obviamente, x e y sdo solucdes da equacio p(z) := z° — az+ b = 0, que admite solucdes reais se A :=
a® —4b = 0. Portanto,
f®)={(a,b):a*—4b=0}.

Notemos que

(x,y) = (58, 4/8)
f,y=(ab e ou
(1 x) = (4578, a8,

Definido os conjuntos

Us:={(x,))eR?: x>y}, Us:={x,)eR*:x=y},
Us:={(x, ) eR?:x<y}, U<:={x,eR*:x<y}

podemos concluir entdo que as aplicacoes

f:Us—{(ab):a*-4b=0}
f:U<—{(a,b):a*-4b=0}
f:Us—{(ab):a*-4b>0}
f:U<—{(ab):a*-4b>0}

sdo todas bijetivas. Portanto, considerando U = U e verificando que

detDf(x,y) =det =x—-y#0,

para todo x # y, segue do Teorema da Funcdo Inversa que f : Us — f(U>) é um difeomorfismo com
U aberto conexo e maximal. A afirmac¢ado também vale tomando U = U.

(b) Consideramos a equacéo p(z) = z° + az? + bz + ¢ = 0 e supomos que tem trés raizes reais distintas
X, ¥, z. As raizes satisfazem o sistema de equacoes



X+y+z=-a,
Xy+xz+yz=D>b,
Xyz=—c.
Basta observar que
1 1 1

detDg(x,y,z)=det| y+z x+z x+y |=x-»y-2)(x—2) #0,
¥z Xz xy

paratodo x # y, x # ze y # z, e aplicar o Teorema da Funcao Inversa.

Questao 5.

Seja Q c R aberto tal que 0 € Q e considere a sequéncia de funcdes
fulx) = e”’”xug, nen,

definidas em Q, onde | - || € a norma Euclidiana.

(a) Determine o valor de I, := f fn(x)dx no caso em que Q = R3.
Q
(b) Suponha que Q é limitado e mostre que nlirn f fn(x)dx=0.
o0 Jo

Solucao 5. (a) Notamos que

In:fff e_"(x2+y2+zz)dxdydz= lim fff e_"(x2+y2+zz)dxdydz,
R3 r—+oo B, 0]

onde B, [0] denota a bola fechada de centro em zero e raio r. Usando coordenadas escrevemos (x, y, z) =
po, com o € S?, e a férmula de mudanga de varidvel nos dé nesse caso que

r 2
_1; -np° 2
In—rlirgoffszda‘[() e """ p%dp.

Usando integracdo por partes temos finalmente

r -np
In:47rfo e_”pzpzdp:4n lim (_e 0

r—+o00 2n

r 1 r
+ —f e‘””zdp).
0 2nJo

l nr
=47 lim —f e ds
0

r—>+002n3/2
+
_2n OO’SZd—ﬂglz
_W e S=|— .
n 0 n

(b) Usaremos |A| para denotar a medida de un conjunto J- mensuravel em de R”. Dado € > 0, esco-
lhemos § > 0 tal que



Bs(0)cQ e |Bs0)|<el2.
Observamos agora que f;(x) converge uniformemente para f = 0 em Q\ B5(0) como consequéncia

da limitacao uniforme | f;,(x)| < e‘”52, paratodo neNe x € Q\ Bs(0). Entdo, existe ns € N tal que

Ifn(x)|<ﬁ paratodo n>ngse xeQ\Bs(0).

Finalmente,

2 2 2
Inzzf efnnxuzdxzf ef"“xuzdx+f e ¥z g x
Q Bs(0) Q\B;(0)

£
< |B§(0)|+m|ﬂ\35(0)|
£
<-+=-=¢
2

para todo n > ng. Portanto, lim I, =0.
n—oo



