
Prova Extramuros 2019 - Doutorado
Gabarito

Questão 1. Seja F :R2 →R uma função C 2 satisfazendo

(a) F (x,0) = F (0, y) = 0, ∀ (x, y) ∈R2

(b) F (λx,λy) =λ2F (x, y), ∀λ> 0.

Mostre que existe uma constante K ∈R tal que F (x, y) = K x y .

Solução 1. Primeiro observe que

F (0,0) = ∂F

∂x
(0,0) = ∂F

∂y
(0,0) = 0.

Considere H =
(

a b
b c

)
a Hessiana da função F . Pelo Teorema de Taylor, dado ε> 0, existe um δ> 0 tal

que
|F (x, y)− (ax2 +2bx y + c y2)|

|(x, y)|2 < ε, ∀|(x, y)| < δ.

Portante, se |(x, y)| = 1, então escolhendo 0 <λ< δ, e usando a propriedade (ii)

ε>|F (λx,λy)− (a(λx)2 +2b(λx)(λy)+ c(λy)2)|
|(λx,λy)|2 ⇐⇒

ε>|F (x, y)− (ax2 +2bx y + c y2)|.
Como ε > 0 é arbitrário, temos que F (x, y) = ax2 + 2bx y + c y2 no círculo |(x, y)| = 1. Para (x, y) 6=
(0,0) ∈R2 qualquer, tomando λ= |(x, y)| e, usando que, F (x, y) = λ2F ( (x,y)

λ ), concluímos que F (x, y) =
ax2 + 2bx y + y2 para qualquer (x, y) ∈ R2. Finalmente, F (x,0) = F (0, y) = 0 implica que a = c = 0.
Portanto, tomando K = 2b, temos que F (x, y) = K x y .

Questão 2. Seja f :R3 \ {0} →R3 uma função C 2 tal que f (x) tem a mesma direção e sentido do que x,
para todo x no domínio da f . Suponha queÑ

B(r )
div( f ) d xd yd z = 1 ∀r > 0

onde B(r ) = {x ∈R3 : |x| ≤ r } denota a bola de raio r . Prove que

min
x∈∂B(r )

| f (x)| ≤ 1

4πr 2 , ∀r > 0

onde ∂B(r ) denota a esfera de raio r .
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Solução 2. Sabemos que o produto escalar de f (x) com o vetor unitario er (x) := 1
‖x‖ x que aponta na

direção radial é f (x) ·er (x) = ‖ f (x)‖. Agora, aplicando o Teorema da divergência,

1 =
Ñ

B(r )
div( f ) d xd yd z =

Ï
∂B(r )

f (x) ·er (x) d Ax =
Ï
∂B(r )

‖ f (x)‖ d Ax

onde d Ax denota o diferencial de área para a esfera de raio r num ponto x ∈ ∂B(r ).
Como f é continua e a esfera é compacta, ‖ f (x)‖ atinge um mínimo para x ∈ ∂B(r ). Logo,Ï

∂B(r )
‖ f (x)‖ d Ax ≥ min

x∈∂B(r )
‖ f (x)‖

(Ï
∂B(r )

d Ax

)
= min

x∈∂B(r )
‖ f (x)‖ (4πr 2).

Questão 3. Seja

L :=
{

f :R→R
∣∣∣ sup

x,y∈R
| f (x)− f (y)|

|x − y | <∞
}

.

(a) Mostre que as funções uniformemente contínuas pertencem ao fecho de L com relação à mé-
trica d( f , g ) := supx∈R | f (x)− g (x)|, com valores em [0,∞)∪ {∞}.

(b) Mostre que o fecho de L com relação a d é o conjunto das funções uniformemente contínuas.

Solução 3.

(a) Para uma sequencia ( fn) em L convergente para f ∈C (R), define Ln := supx,y∈R | f (x)− f (y)|/|x − y |.
Para ε> 0, escolhe n tal que ‖ fn − f ‖∞ < ε/3. Daí,

| f (x)− f (y)| ≤ | f (x)− fn(x)|+ | fn(x)− fn(y)|+ | fn(y)− f (y)| ≤ 2ε+Ln |x − y |.

Se |x − y | < ε/(3Ln), então | f (x)− f (y)| < ε. Ou seja, f é uniformemente contínua.

(b) Se f é uniformemente contínua, então, para qualquer n ∈ N, existe um δ > 0 tal que | f (x)−
f (y)| < 1/n para qualquer x, y com |x − y | < δ. Para m ∈Z, define fn(mδ) := f (mδ) e estende fn

linearmente a uma função afim por partes. Por construção, para x, y ∈ [mδ, (m +1)δ], | fn(x)−
fn(y)| ≤ |x − y |/(nδ) e

| fn(x)− f (x)| ≤ | fn(x)− fn(mδ)|+ | fn(mδ)− f (x)| ≤ |x −mδ|
nδ

+ 1

n
≤ 2

n
.

Então, ( fn) converge uniformemente a f , e por uma aplicação da desigualdade triangular, | fn(x)−
fn(y)| ≤ |x − y |/(nδ) para qualquer x, y ∈R. Então, fn ∈L .

Questão 4. Considere as aplicações f :R2 →R2 e g :R3 →R3 definidas, respectivamente, por

f (x, y) = (x + y, x y), e g (x, y, z) = (x + y + z, x y +xz + y z, x y z).

(a) Determine um conjunto aberto U ⊂ R2, conexo e maximal, de modo que f seja um difeomor-
fismo de U em f (U ). Justifique a maximalidade de U .
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(b) Use a aplicação g para mostrar que as raízes de um polinômio cúbico

p(x) = x3 +ax2 +bx + c,

como funções dos coeficientes (a,b,c), são de classe C∞ na vizinhança de qualquer polinômio,
cujas raízes sejam todas distintas.

Solução 4. (a) Notemos que f (x, y) = f (y, x) para todo (x, y) ∈R2, logo f não é injetiva.
Dado (a,b) ∈R2 estudemos as soluções do sistema de equações{

x + y = a,

x y = b.

Obviamente, x e y são soluções da equação p(z) := z2 −az +b = 0, que admite soluções reais se ∆ :=
a2 −4b ≥ 0. Portanto,

f (R2) = {
(a,b) : a2 −4b ≥ 0

}
.

Notemos que

f (x, y) = (a,b) ⇔


(x, y) = ( a+p∆

2 , a−p∆
2

)
ou

(y, x) = ( a−p∆
2 , a+p∆

2

)
.

Definido os conjuntos

U≥ := {(x, y) ∈R2 : x ≥ y}, U> := {(x, y) ∈R2 : x ≥ y},

U≤ := {(x, y) ∈R2 : x ≤ y}, U< := {(x, y) ∈R2 : x < y}.

podemos concluir então que as aplicações

f : U≥ → {
(a,b) : a2 −4b ≥ 0

}
f : U≤ → {

(a,b) : a2 −4b ≥ 0
}

f : U> → {
(a,b) : a2 −4b > 0

}
f : U< → {

(a,b) : a2 −4b > 0
}

são todas bijetivas. Portanto, considerando U =U> e verificando que

detD f (x, y) = det

[
1 1
y x

]
= x − y 6= 0,

para todo x 6= y , segue do Teorema da Função Inversa que f : U> → f (U>) é um difeomorfismo com
U> aberto conexo e maximal. A afirmação também vale tomando U =U<.

(b) Consideramos a equação p(z) = z3 +az2 +bz + c = 0 e supomos que tem três raízes reais distintas
x, y, z. As raízes satisfazem o sistema de equações
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x + y + z =−a,

x y +xz + y z = b,

x y z =−c.

Basta observar que

detDg (x, y, z) = det

 1 1 1
y + z x + z x + y

y z xz x y

= (x − y)(y − z)(x − z) 6= 0,

para todo x 6= y , x 6= z e y 6= z, e aplicar o Teorema da Função Inversa.

Questão 5.

SejaΩ⊂Rd aberto tal que 0 ∈Ω e considere a sequência de funções

fn(x) = e−n‖x‖2
2 , n ∈N,

definidas emΩ, onde ‖ ·‖2 é a norma Euclidiana.

(a) Determine o valor de In :=
∫
Ω

fn(x)d x no caso em queΩ=R3.

(b) Suponha queΩ é limitado e mostre que lim
n→∞

∫
Ω

fn(x)d x = 0.

Solução 5. (a) Notamos que

In =
Ñ

R3
e−n(x2+y2+z2)d xd yd z = lim

r→+∞

Ñ
Br [0]

e−n(x2+y2+z2)d xd yd z,

onde Br [0] denota a bola fechada de centro em zero e raio r . Usando coordenadas escrevemos (x, y, z) =
ρσ, com σ ∈ S2, e a fórmula de mudança de variável nos dá nesse caso que

In = lim
r→+∞

Ï
S2

dσ
∫ r

0
e−nρ2

ρ2dρ.

Usando integração por partes temos finalmente

In = 4π
∫ r

0
e−nρ2

ρ2dρ = 4π lim
r→+∞

(
− e−nρ2

2n
ρ

∣∣∣r

0
+ 1

2n

∫ r

0
e−nρ2

dρ
)
.

= 4π lim
r→+∞

1

2n3/2

∫ p
nr

0
e−s2

d s

= 2π

n3/2

∫ +∞

0
e−s2

d s =
(π

n

)3/2
.

(b) Usaremos |A| para denotar a medida de un conjunto J- mensurável em de Rn . Dado ε > 0, esco-
lhemos δ> 0 tal que
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Bδ(0) ⊂Ω e
∣∣Bδ(0)

∣∣< ε/2.

Observamos agora que fn(x) converge uniformemente para f ≡ 0 em Ω \ Bδ(0) como consequência

da limitação uniforme | fn(x)| ≤ e−nδ2
, para todo n ∈N e x ∈Ω\ Bδ(0). Então, existe nδ ∈N tal que

| fn(x)| < ε

2|Ω| para todo n > nδ e x ∈Ω\ Bδ(0).

Finalmente,

In :=
∫
Ω

e−n‖x‖2
2 d x =

∫
Bδ(0)

e−n‖x‖2
2 d x +

∫
Ω\Bδ(0)

e−n‖x‖2
2 d x

≤ ∣∣Bδ(0)
∣∣+ ε

2|Ω|
∣∣Ω\ Bδ(0)|

< ε

2
+ ε

2
= ε,

para todo n > nδ. Portanto, lim
n→∞ In = 0.
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